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Undulator	
  radia'on,	
  single	
  electron	
  

On Axis 

λ 
λU (1+ K

2 / 2)
2γ 2

On	
  resonance:	
  	
  
	
  
Radia'on	
  slips	
  ahead	
  by	
  one	
  wavelength	
  
per	
  undulator	
  period	
  

  
K =

eB0λU

2πmc2
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Undulator	
  radia'on,	
  single	
  electron	
  

Undulator with NU 
periods. 

Each electron emits a wave train with NU cycles 

   Δλ / λ ! 1/ NU

 NUλ
  λ = λU (1+ K 2 / 2+ γ 2θ 2 ) / 2γ 2

For a case like that of LCLS: 
	


	



γ ≈ 3×104,  λU ≈ 3cm,  K ≈ 3,  NU ≈ 3500
λ = 0.1nm,  Δω /ω ≈ 3×10−4 ,  λNU = 0.3µm(1 fs)



FEL:	
  Working	
  Principle	
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Working	
  Principle	
  

Resonant	
  Interac'on	
  
	
  
	
  
Energy	
  Modula'on	
  
	
  
	
  
Density	
  Modula'on	
  
	
  
	
  
Coherent	
  Radia'on	
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Light	
  slips	
  ahead	
  by	
  1	
  wavelength	
  per	
  
oscilla'on	
  period	
  



Working	
  Principle	
  

Resonant	
  Interac'on	
  
	
  
	
  
Energy	
  Modula'on	
  
	
  
	
  
Density	
  Modula'on	
  
	
  
	
  
Coherent	
  Radia'on	
  

Applica'on	
  to	
  x-­‐rays	
  severely	
  
limited	
  by	
  mirror	
  availability	
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Working	
  Principle	
  

Resonant	
  Interac'on	
  
	
  
	
  
Energy	
  Modula'on	
  
	
  
	
  
Density	
  Modula'on	
  
	
  
	
  
Coherent	
  Radia'on	
  

0 5 10 15 20 25 30 35
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

k
z
 z

x
/σ

x

b = 0.5

0 10 20 30
−1

−0.5

0

0.5

1
x 10

−3

k
z
 z

η
/σ

η

k
z
 R

56
 ∆ = 1.4



Working	
  Principle	
  

Resonant	
  Interac'on	
  
	
  
	
  
Energy	
  Modula'on	
  
	
  
	
  
Density	
  Modula'on	
  
	
  
	
  
Coherent	
  Radia'on	
  



Linear	
  FEL	
  Equa'ons	
  

Resonant	
  Interac'on	
  
	
  
	
  
Energy	
  Modula'on	
  
	
  
	
  
Density	
  Modula'on	
  
	
  
	
  
Coherent	
  Radia'on	
  



Linear	
  FEL	
  Equa'ons	
  

Resonant	
  Interac'on	
  
	
  
	
  
Energy	
  Modula'on	
  
	
  
	
  
Density	
  Modula'on	
  
	
  
	
  
Coherent	
  Radia'on	
  



Linear	
  FEL	
  Equa'ons	
  

Resonant	
  Interac'on	
  
	
  
	
  
Energy	
  Modula'on	
  
	
  
	
  
Density	
  Modula'on	
  
	
  
	
  
Coherent	
  Radia'on	
  

)	
  



Assump'ons	
  
•  Neglect	
  diffrac'on	
  
•  Small	
  signal	
  (	
  b	
  <<	
  1	
  )	
  
•  Slowly	
  varying	
  envelope	
  (i.e.	
  narrow	
  
bandwidth	
  signal)	
  

•  No	
  velocity	
  spread	
  (longitudinal	
  and	
  
transverse)	
  



Exponen'al	
  Growth	
  @	
  Resonance	
  



Roots	
  



Roots	
  
Unstable	
  Root	
  -­‐>	
  
Exponen'al	
  Growth	
  



The	
  ρ	
  parameter	
  

∝ne
1/3

∝1/γ

∝K 2/3

High	
  density	
  -­‐>	
  higher	
  gain!	
  
(note:	
  scaling	
  typical	
  of	
  all	
  3-­‐wave	
  
instabili'es…)	
  

Smaller	
  growth	
  rate	
  at	
  higher	
  energies	
  

Stronger	
  magne'c	
  field	
  -­‐>	
  higher	
  gain	
  

Typically	
  10-­‐3	
  to	
  10-­‐4	
  for	
  x-­‐ray	
  parameters	
  



That’s	
  Preay	
  Much	
  it…	
  



What	
  Happens	
  at	
  Satura'on?	
  

@	
  satura'on	
  b	
  ~	
  1	
  



What	
  Happens	
  at	
  Satura'on?	
  

@	
  satura'on	
  b	
  ~	
  1	
  

For	
  typical	
  HXR	
  FELs	
  ~	
  
10-­‐100	
  GW	
  



Normalized	
  FEL	
  Equa'ons	
  
Normalize	
  everything	
  to	
  
satura'on	
  value	
  



Normalized	
  FEL	
  Equa'ons	
  
Normalize	
  everything	
  to	
  
satura'on	
  value	
  

Natural	
  scaling	
  of	
  
detuning	
  is	
  also	
  ~	
  ρ	





Dispersion	
  Rela'on	
  for	
  General	
  
Detuning	
  

δ =
k − kr
2krρ

Assume	
  
	
  
	
  
	
  
And	
  a	
  finite	
  detuning	
  

~ exp(−iλz )



To	
  2nd	
  Order…	
  



To	
  2nd	
  Order…	
  

Bandwidth	
  ~	
  z	
  ½	
  
@	
  satura'on	
  
Δω/ω ∼ ρ	





To	
  2nd	
  Order…	
  

Group	
  Velocity	
  =	
  vb	
  +	
  1/3	
  slippage	
  rate	
  	
  	
  



Ini'al	
  Value	
  Problem	
  

Ini'al	
  values	
  of	
  three	
  variables	
  

Example:	
  
	
  
Seeded	
  FEL	
  @	
  resonance	
  

P = 1
9
P0 exp( 3z )

FEL	
  can	
  be	
  triggered	
  by	
  either	
  
	
  	
  	
  -­‐	
  an	
  ini'al	
  radia'on	
  field	
  
	
  	
  	
  -­‐	
  an	
  ini'al	
  microbunching	
  
	
  	
  	
  -­‐	
  an	
  ini'al	
  energy	
  modula'on	
  
	
  
Experimentally,	
  at	
  x-­‐rays	
  it’s	
  
difficult	
  to	
  generate	
  a	
  star'ng	
  
value	
  for	
  any	
  of	
  these	
  quan''es	
  	
  



Shot-­‐Noise	
  

< bsn >= 0

< bsn
2
>=

1
N

Figure	
  from:	
  
Avraham	
  Gover	
  et	
  al.	
  
Nature	
  Physics	
  8,	
  877–880	
  (2012)	
  doi:10.1038/
nphys2443	
  

Luckily	
  nature	
  gives	
  us	
  a	
  natural	
  ini'al	
  value	
  for	
  beam	
  microbunching:	
  	
  	
  	
  NOISE	
  



Shot-­‐Noise	
  Microbunching	
  In	
  
Frequency	
  Domain	
  

Increasing	
  bunch	
  length:	
  
Narrower	
  spikes	
  



Shot-­‐Noise	
  Microbunching	
  

Spectral	
  autocorrela'on	
  ~	
  Fourier	
  transform	
  of	
  
longitudinal	
  distribu'on	
  at	
  k-­‐k’	
  
	
  
(Nice	
  deriva'on	
  in	
  Saldin’s	
  book!)	
  

   
   

 In
te
ns
ity

	
  

ΔPhoton	
  Energy	
  

ΔT	
  =	
  30	
  fs	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ΔT	
  =	
  10	
  fs	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ΔT	
  =	
  4.5	
  fs	
  



SASE	
  Spectrum	
  
spike	
  width	
  
~ λ1/(2Δz) 

Bandwidth	
  
∼ 2ρ	





Self	
  Amplified	
  Spontaneous	
  Emission	
  
From	
  ini'al	
  value	
  
problem	
  

In	
  SASE	
  b0	
  is	
  shot-­‐noise	
  microbunching	
  

< bsn >= 0

< bsn
2
>=

1
N



What	
  Does	
  SASE	
  Look	
  Like	
  in	
  Time	
  
Domain?	
  

Spiky	
  temporal	
  structure.	
  
	
  
Spikes	
  get	
  broader	
  as	
  radia'on	
  
slips	
  across	
  the	
  electron	
  
bunch!	
  

z1 = (z− vbt)2ρkr =ζ / lc
lc =1/ 2ρkr

SLIPPAGE	
  IN	
  1	
  
GAIN-­‐LENGTH	
  



Using	
  Our	
  1-­‐D	
  Theory…	
  

Wiener’s	
  theorem:	
  
Autocorrela'on	
  func'on	
  =	
  Fourier	
  Transform	
  of	
  spectral	
  power	
  density	
  
	
  
Using	
  the	
  same	
  Gaussian	
  approxima'on	
  as	
  before:	
  

Coherence	
  length	
  grows	
  as	
  a	
  
func'on	
  of	
  'me!	
  
(Consistently	
  with	
  our	
  intui'on	
  
from	
  previous	
  slide…)	
  



SASE	
  Spikes:	
  Experimental	
  Observa'on	
  	
  



What	
  is	
  the	
  Average	
  Power?	
  

We	
  can	
  use	
  Parseval’s	
  theorem	
  to	
  
compute	
  average	
  power	
  



Equivalent	
  Shot-­‐Noise	
  Power	
  

Nλ 	
  number	
  of	
  par'cles	
  in	
  a	
  wavelength	


	
  
~few	
  to	
  tens	
  of	
  kW	
  for	
  typical	
  x-­‐ray	
  FELs	
  

Approximate	
  solu'on	
  by	
  neglec'ng	
  d	
  dependence	
  of	
  residue	
  
term:	
  
Gain	
  func'on	
  turns	
  into	
  a	
  Gaussian!	
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More	
  Advanced	
  Theories…	
  
So	
  far	
  we	
  have	
  made	
  	
  a	
  number	
  of	
  assump'ons	
  
	
  
1)	
  No	
  velocity	
  spread:	
  

	
  energy-­‐spread	
  =	
  0 	
  	
  
	
  emiaance	
  =	
  0	
  

	
  
2)	
  No	
  diffrac'on	
  
	
  
	
  
3)	
  Small	
  signal	
  
	
  
4)	
  Slowly	
  varying	
  envelope	
  



More	
  Advanced	
  Theories…	
  
So	
  far	
  we	
  have	
  made	
  	
  a	
  number	
  of	
  assump'ons	
  
	
  
1)	
  No	
  velocity	
  spread:	
  

	
  energy-­‐spread	
  =	
  0 	
  	
  
	
  emiaance	
  =	
  0	
  

	
  
2)	
  No	
  diffrac'on	
  
	
  
	
  
3)	
  Small	
  signal	
  
	
  
4)	
  Slowly	
  varying	
  envelope	
  

Increasing	
  levels	
  of	
  
complica'on	
  can	
  address	
  
these	
  theore'cally	
  



More	
  Advanced	
  Theories…	
  
So	
  far	
  we	
  have	
  made	
  	
  a	
  number	
  of	
  assump'ons	
  
	
  
1)	
  No	
  velocity	
  spread:	
  

	
  energy-­‐spread	
  =	
  0 	
  	
  
	
  emiaance	
  =	
  0	
  

	
  
2)	
  No	
  diffrac'on	
  
	
  
	
  
3)	
  Small	
  signal	
  
	
  
4)	
  Slowly	
  varying	
  envelope	
  

Needed	
  for	
  any	
  reasonble	
  
analy'cal	
  model	
  BUT	
  it	
  obviously	
  
fails	
  at	
  satura'on…	
  



More	
  Advanced	
  Theories…	
  
So	
  far	
  we	
  have	
  made	
  	
  a	
  number	
  of	
  assump'ons	
  
	
  
1)	
  No	
  velocity	
  spread:	
  

	
  energy-­‐spread	
  =	
  0 	
  	
  
	
  emiaance	
  =	
  0	
  

	
  
2)	
  No	
  diffrac'on	
  
	
  
	
  
3)	
  Small	
  signal	
  
	
  
4)	
  Slowly	
  varying	
  envelope	
  

Verified	
  in	
  most	
  cases	
  of	
  interest	
  
(it	
  can	
  be	
  dropped	
  and	
  equa'ons	
  can	
  be	
  
solved	
  numerically…)	
  
	
  
See	
  Maroli	
  et	
  al.	
  
PHYSICAL	
  REVIEW	
  SPECIAL	
  TOPICS	
  -­‐	
  ACCELERATORS	
  
AND	
  BEAMS	
  14,	
  070703	
  (2011)	
  



Fully	
  3-­‐D	
  Theory	
  
Fully	
  3-­‐D	
  theory	
  that	
  includes:	
  

	
  -­‐e-­‐spread	
  
	
  -­‐emiaance	
  
	
  -­‐diffrac'on	
  

Developed	
  by	
  Yu,	
  Kim,	
  Xie	
  and	
  Huang	
  



Fully	
  3-­‐D	
  Theory	
  

Electrons	
  perform	
  transverse	
  
betatron	
  oscilla'ons	
  



Fully	
  3-­‐D	
  Theory	
  
Fully	
  3-­‐D	
  theory	
  that	
  includes:	
  

	
  -­‐e-­‐spread	
  
	
  -­‐emiaance	
  
	
  -­‐diffrac'on	
  

Developed	
  by	
  L.	
  H.	
  Yu,	
  Kim,	
  Xie	
  and	
  Huang	
  

Electrons	
  perform	
  transverse	
  
betatron	
  oscilla'ons	
  

Transverse	
  oscilla'ons	
  
introduce	
  an	
  extra	
  term	
  in	
  
LONGITUDINAL	
  velocity	
  
spread.	
  



Density	
  in	
  6-­‐D	
  phase-­‐
space	
  



Sta'onary	
  0-­‐th	
  order	
  
distribu'on	
  



Perturba'on	
  

f1 << f0



Coupled	
  Linear	
  Equa'ons	
  



Coupled	
  Linear	
  Equa'ons	
  

Transverse	
  betatron	
  oscilla'on	
  term	
  



Coupled	
  Linear	
  Equa'ons	
  



Coupled	
  Linear	
  Equa'ons	
  

Solve	
  distribu'on	
  func'on	
  
as	
  a	
  func'on	
  of	
  radia'on	
  
field	
  



Coupled	
  Linear	
  Equa'ons	
  

Subs'tute	
  in	
  the	
  3-­‐D	
  Field	
  
Equa'on	
  



No	
  Panic!	
  
IT	
  LOOKS	
  UGLY	
  BUT…	
  
The	
  dispersion	
  rela'on	
  can	
  be	
  expressed	
  as	
  a	
  func'on	
  
of	
  4	
  dimensionless	
  parameters	
  



No	
  Panic!	
  
IT	
  LOOKS	
  UGLY	
  BUT…	
  
The	
  dispersion	
  rela'on	
  can	
  be	
  expressed	
  as	
  a	
  func'on	
  
of	
  4	
  dimensionless	
  parameters	
  

Detuning	
  /	
  ρ	





No	
  Panic!	
  
IT	
  LOOKS	
  UGLY	
  BUT…	
  
The	
  dispersion	
  rela'on	
  can	
  be	
  expressed	
  as	
  a	
  func'on	
  
of	
  4	
  dimensionless	
  parameters	
  

Diffrac'on	
  parameter	
  

Diffrac'on	
  negligible	
  if	
  
	
  
	
  



No	
  Panic!	
  
IT	
  LOOKS	
  UGLY	
  BUT…	
  
The	
  dispersion	
  rela'on	
  can	
  be	
  expressed	
  as	
  a	
  func'on	
  
of	
  4	
  dimensionless	
  parameters	
  

Energy	
  Spread	
  Parameter	
  
(same	
  as	
  1-­‐D	
  theory!)	
  



No	
  Panic!	
  
IT	
  LOOKS	
  UGLY	
  BUT…	
  
The	
  dispersion	
  rela'on	
  can	
  be	
  expressed	
  as	
  a	
  func'on	
  
of	
  4	
  dimensionless	
  parameters	
  

Emiaance	
  parameter	
  



Varia'onal	
  Principle	
  

Project	
  dispersion	
  rela'on	
  onto	
  a	
  Gaussian	
  
mode	
  (~	
  fundamental	
  mode…).	
  

2	
  unknown	
  quan''es	
  
1	
  equa'on…	
  
Need	
  another	
  equa'on!	
  

Varia'onal	
  principle:	
  
Solu'on	
  is	
  a	
  sta'onary	
  point!	
  



Ming	
  Xie	
  Fitng	
  Formula	
  



Examples:	
  LCLS	
  Mode	
  Structure	
  
Dispersion	
  rela'on	
  has	
  to	
  be	
  solved	
  
numerically…	
  



Examples:	
  LCLS	
  Detuning	
  Curve	
  



Examples:	
  LCLS	
  Detuning	
  Curve	
  

Note	
  op'mum	
  shius	
  since	
  
emiaance	
  slows	
  down	
  
beam!	
  
(see	
  nega've	
  sign!)	
  



Example:	
  Beta	
  Func'on	
  Op'miza'on	
  

0 5 10 15 20 253.5

4

4.5

5

5.5

6

beta function (m)

G
ai

n−
Le

ng
th

 (m
)

In	
  the	
  1-­‐D	
  theory	
  the	
  more	
  you	
  
focus	
  the	
  shorter	
  the	
  gain-­‐
length	
  
	
  
In	
  the	
  3-­‐D	
  theory	
  you	
  have	
  a	
  
compe'ng	
  effect:	
  
	
  
	
  σβ⊥

2 = ε / βγ

The	
  more	
  you	
  focus	
  the	
  more	
  
you	
  increase	
  longitudinal	
  
velocity	
  spread!	
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In	
  the	
  1-­‐D	
  theory	
  the	
  more	
  you	
  
focus	
  the	
  shorter	
  the	
  gain-­‐
length	
  
	
  
In	
  the	
  3-­‐D	
  theory	
  you	
  have	
  a	
  
compe'ng	
  effect:	
  
	
  
	
  σβ⊥

2 = ε / βγ

The	
  more	
  you	
  focus	
  the	
  more	
  
you	
  increase	
  longitudinal	
  
velocity	
  spread!	
  


